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Líi cam �oan

Tæi xin cam �oan luªn v«n "Khung k¸t hñp �èi ng¨u" l  cæng

tr¼nh nghi¶n cùu khoa håc �ëc lªp cõa ri¶ng tæi d÷îi sü h÷îng d¨n khoa

håc cõa TS. Nguy¹n Quýnh Nga. C¡c nëi dung nghi¶n cùu, k¸t qu£

trong luªn v«n n y l  trung thüc v  ch÷a tøng cæng bè d÷îi b§t ký h¼nh

thùc n o tr÷îc �¥y.

Ngo i ra, trong luªn v«n tæi cán sû döng mët sè k¸t qu£, nhªn x²t

cõa c¡c t¡c gi£ kh¡c �·u câ tr½ch d¨n v  chó th½ch nguçn gèc.

N¸u ph¡t hi»n b§t ký sü gian lªn n o tæi xin ho n to n chàu tr¡ch

nhi»m v· nëi dung luªn v«n cõa m¼nh.

Th¡i Nguy¶n, ng y 25 th¡ng 03 n«m 2019

T¡c gi£

Næng Thà M¥y

X¡c nhªn X¡c nhªn
cõa khoa chuy¶n mæn cõa ng÷íi h÷îng d¨n

TS. Nguy¹n Quýnh Nga
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Líi c£m ìn

�º ho n th nh �· t i luªn v«n v  k¸t thóc khâa håc, vîi t¼nh c£m

ch¥n th nh, tæi xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u s­c tîi tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m

Th¡i Nguy¶n �¢ t¤o �i·u ki»n cho tæi câ mæi tr÷íng håc tªp tèt trong suèt

thíi gian tæi håc tªp, nghi¶n cùu t¤i tr÷íng.

Tæi xin gûi líi c£m ìn tîi TS. Nguy¹n Quýnh Nga �¢ gióp �ï tæi

trong suèt qu¡ tr¼nh nghi¶n cùu v  trüc ti¸p h÷îng d¨n tæi ho n th nh luªn

v«n tèt nghi»p n y. �çng thíi, tæi xin b y tä láng c£m ìn tîi th¦y cæ trong

Khoa To¡n, b¤n b± �¢ gióp �ï, t¤o �i·u ki»n cho tæi trong suèt qu¡ tr¼nh

håc tªp v  ho n thi»n luªn v«n tèt nghi»p n y.

Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, ng y 25 th¡ng 03 n«m 2019

T¡c gi£

Næng Thà M¥y
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Líi mð �¦u

Trong nghi¶n cùu c¡c khæng gian vectì, mët trong nhúng kh¡i ni»m

quan trång nh§t l  kh¡i ni»m cì sð, nhí �â méi vectì trong khæng gian câ

thº vi¸t nh÷ tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c ph¦n tû trong cì sð. Tuy nhi¶n �i·u

ki»n �º trð th nh cì sð kh¡ ch°t ch³, khæng cho ph²p sü phö thuëc tuy¸n

t½nh giúa c¡c ph¦n tû trong cì sð. �i·u n y l m cho khâ t¼m ho°c thªm

tr½ khæng t¼m �÷ñc c¡c cì sð thäa m¢n mët sè �i·u ki»n bê sung. �¥y l 

lþ do �º chóng ta �i t¼m mët cæng cö kh¡c linh ho¤t hìn v  khung ch½nh

l  mët cæng cö nh÷ vªy. Khung cho ph²p chóng ta biºu di¹n méi ph¦n tû

trong khæng gian nh÷ mët tê hñp tuy¸n t½nh (væ h¤n) cõa c¡c ph¦n tû trong

khung nh÷ng khæng �ái häi t½nh �ëc lªp tuy¸n t½nh giúa c¡c ph¦n tû khung.

Khung �÷ñc giîi thi»u v o n«m 1952 bði R. J. Duffin v  A. C. Schaeffer

trong khi nghi¶n cùu chuéi Fourier khæng �i·u háa. V o n«m 1980 R. Young

�¢ vi¸t cuèn s¡ch câ nhúng k¸t qu£ cì b£n v· khung, l¤i trong ngú c£nh

cõa chuéi Fourier khæng �i·u háa. Tuy nhi¶n ph£i �¸n n«m 1986, sau b i

b¡o cõa I. Daubechies, A. Grossmanm v  Y. Meyer th¼ lþ thuy¸t khung mîi

�÷ñc c¡c nh  khoa håc quan t¥m rëng r¢i. Khung câ nhi·u ùng döng trong

xû lþ t½n hi»u, lþ thuy¸t mªt m¢, lþ thuy¸t l÷ñng tû, n²n dú li»u,. . .

Khi c¦n xû lþ mët khèi l÷ñng lîn c¡c dú li»u, ta th÷íng c¦n chia nhä

h» khung ra th nh nhúng h» con nhä hìn v  tê hñp l¤i c¡c dú li»u mët

c¡ch �àa ph÷ìng. V¼ th¸ P. Casazza v  G. Kutyniok [2] �¢ �÷a ra kh¡i ni»m

khung cõa c¡c khæng gian con (Frame of subspaces). Mët t¶n gåi kh¡c cõa

khung cõa c¡c khæng gian con l  khung k¸t hñp (Fusion frame). Khung k¸t
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hñp câ thº xem nh÷ l  têng qu¡t hâa cõa khung. Khung k¸t hñp l  mët

cæng cö to¡n håc �º xû lþ nhúng b i to¡n xû lþ t½n hi»u ph¥n t¡n v  têng

hñp dú li»u. Khung k¸t hñp cho ph²p ph¥n t½ch t½n hi»u b¬ng c¡ch sû döng

c¡c ph²p chi¸u tr¶n mët hå c¡c khæng gian con chçng l¶n nhau. Vîi mong

muèn t¼m hiºu s¥u s­c hìn v· khung k¸t hñp, �°c bi»t l  khung k¸t hñp �èi

ng¨u, do �â tæi chån �· t i � khung k¸t hñp �èi ng¨u� l m �· t i luªn v«n

cao håc.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi s³ nh­c l¤i mët v i k¸t qu£ cì b£n s³

dòng trong ch÷ìng sau. Nëi dung cõa ch÷ìng �÷ñc tr¼nh b y düa tr¶n c¡c

t i li»u tham kh£o [4], [7].

1.1 To¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n tr¶n khæng gian Hilbert

To¡n tû tuy¸n t½nh tø khæng gian Hilbert H v o khæng gian Hilbert

K l  li¶n töc khi v  ch¿ khi nâ bà ch°n, ngh¾a l , tçn t¤i h¬ng sè C > 0 sao

cho

‖Tx‖ ≤ C‖x‖,∀x ∈ H. (1.1)

K½ hi»u B(H,K) l  tªp hñp t§t c£ c¡c to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n tø H v o

K. Khi H = K th¼ B(H,K) �÷ñc k½ hi»u �ìn gi£n l  B(H).
Chu©n cõa T ∈ B(H,K) �÷ñc �ành ngh¾a l  h¬ng sè C nhä nh§t thäa

m¢n (1.1). Nâi mët c¡ch t÷ìng �÷ìng,

‖T‖ =sup{‖Tx‖ : x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1}

=sup{‖Tx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

M»nh �· 1.1.1. Gi£ sû H,K,L l  c¡c khæng gian Hilbert. N¸u T ∈
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B(H,K) th¼ tçn t¤i duy nh§t mët ph¦n tû T ∗ ∈ B(K,H) sao cho

(T ∗x, y) = (x, Ty), x ∈ K, y ∈ H.

Hìn núa,

(i) (aS + bT )∗ = aS∗ + bT ∗.

(ii) (RS)∗ = S∗T ∗.

(iii) (T ∗)∗ = T .

(iv) I∗ = I, trong �â I ∈ B(H) l  to¡n tû �çng nh§t.

(v) N¸u T kh£ nghàch, th¼ T ∗ công kh£ nghàch v  (T−1)∗ = (T ∗)−1, trong

�â S, T ∈ B(H,K), R ∈ B(K,L) v  a, b ∈ C.

M»nh �· 1.1.2. Gi£ sû T ∈ B(H,K) v  S ∈ B(K,L). Khi �â

(i) ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖, x ∈ H.

(ii) ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

(iii) ‖T‖ = ‖T ∗‖.

(iv) ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Cho T ∈ B(H). T �÷ñc gåi l  to¡n tû tü li¶n hñp n¸u T ∗ = T ,

T �÷ñc gåi l  d÷ìng (k½ hi»u T ≥ 0) n¸u (Tx, x) ≥ 0 vîi måi x ∈ H.
T,K ∈ B(H), T ≥ K n¸u T −K ≥ 0. Chó þ r¬ng vîi méi T ∈ B(H) th¼
(T ∗Tx, x) = (Tx, Tx) ≥ 0 vîi måi x ∈ H. Do �â, T ∗T l  d÷ìng.

M»nh �· 1.1.3. Cho T : H → H l  to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n v  gi£ sû

〈Tx, x〉 = 0 vîi måi x ∈ H. Khi �â

(i) N¸u H l  khæng gian Hilbert phùc th¼ T = 0.

(ii) N¸u H l  khæng gian Hilbert thüc v  T l  tü li¶n hñp th¼ T = 0
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B¥y gií ta chuyºn sang mët to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n �°c bi»t, �â l 

ph²p chi¸u trüc giao tr¶n mët khæng gian con �âng cõa khæng gian Hilbert

H.
Cho M l  khæng gian con �âng cõa H. Méi ph¦n tû x ∈ H �·u câ thº

biºu di¹n duy nh§t d÷îi d¤ng x = y + z vîi y ∈M, z ∈M⊥. Ph÷ìng tr¼nh

πM(y + z) = y x¡c �ành mët to¡n tû tuy¸n t½nh πM : H → M . Hìn núa

‖πM(y+z)‖2 = ‖y‖2 ≤ ‖y‖2+‖z‖2 = ‖y+z‖2. Tø �â ‖πM(y+z)‖ ≤ ‖y+z‖
vîi måi y ∈M, z ∈M⊥.

Do �â πM bà ch°n v  ‖πM‖ ≤ 1. Do πM(y) = y vîi måi y ∈ M n¶n

‖πM‖ = 1 trø tr÷íng hñp M = {0} v  P = 0. Chó þ r¬ng π2M = πM v 

πM = π∗M .

1.2 Khung v  c¡c t½nh ch§t

Nëi dung cõa möc n y �÷ñc tr¼nh b y düa tr¶n t i li»u tham kh£o [4].

Tø �¥y trð v· sau chóng tæi kþ hi»u H l  khæng gian Hilbert kh£ ly v  I l 

mët tªp ch¿ sè húu h¤n hay �¸m �÷ñc.

�ành ngh¾a 1.2.1. Mët d¢y {fi}i∈I cõa c¡c ph¦n tû trong H l  mët khung

cõa H n¸u tçn t¤i h¬ng sè 0 < α ≤ β <∞ sao cho

α‖f‖2 ≤
∑
i∈I
| 〈f, fi〉 |2 ≤ β‖f‖2,∀f ∈ H (1.2)

N¸u ta ch¿ câ b§t �¯ng thùc b¶n ph£i x£y ra th¼ ta gåi {fi}i∈I l  d¢y Bessel

cõa H.

C¡c sè α, β �÷ñc gåi l  c¡c cªn khung cõa khung {fi}i∈I v  β �÷ñc

gåi l  cªn Bessel trong tr÷íng hñp {fi}i∈I l  d¢y Bessel. Chóng l  khæng

duy nh§t. Cªn khung tr¶n tèi ÷u l  cªn d÷îi �óng cõa t§t c£ c¡c cªn tr¶n

cõa khung, v  cªn khung d÷îi tèi ÷u l  cªn tr¶n �óng cõa t§t c£ c¡c cªn

d÷îi cõa khung. Chó þ r¬ng c¡c cªn tèi ÷u thüc sü l  c¡c cªn cõa khung.

5


